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8.1 Definition : Ein Dreiecksschema (X, ;) von zeilenweise unabhdingigen L?-

J=1,.. kn;n=12,..

Variablen ist ein System

Xp1 i e X

von Zufallsvariablen auf (€2, A, P), mit Werten in (IR, B(IR)), mit den folgenden Eigenschaften:
i) fiir die Folge (ky,), der Zeilenlingen gilt k, T oo,

ii) in jeder Zeile n € IN sind die Zufallsvariablen X, 1,..., X, , unabhéingig unter P,

iii) es gilt X, ; € L2(P) fiir alle 1 < j < ky, alle n € IN.

In einem Dreiecksschema zeilenweise unabhéngiger L2-Variablen bezeichne

pnj = E(Xnj), 072%]' = Var(X,;), 1<j<k,,n>1,

Sy = \/Var(Xml—l—...—l—kan) = \/J?L’l—l—...—l—cr%’kn,nZl.

Ein Dreiecksschema mit

Nn,jzoa 1<j<k,,n>1
nennt man zentriert; es heiit standardisiert falls

s2 =1 firallen > 1.

8.2 Beispiel: Sei (Y});>1 eine Folge von iid ZV auf (2, A, P) mit F(Y?) < oco.

a) (Yj);>1 liefert via

Yy
Yi Yo
i Y, ... Y,

ein Dreiecksschema zeilenweise unabhingiger L2-Variabler.

b) Wende mit p := E(Y1) und o2 := Var(Yy) auf die n-te Zeile des Dreiecksschemas die lineare

Transformation y — ﬁ% an und definiere

1Y —n

X, o=
n,j \/ﬁ o )

1<3j<n,n>1.
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Das so entstandene Dreiecksschema (X, ;) (mit k, = n) ist zentriert und stan-

7j=1,...,m;n=12,...
dardisiert.
c¢) In der ’Einfiihrung in die Stochastik’ lernt man den Satz von de Moivre-Laplace (entstanden

um 1733) kennen, der im Spezialfall binomialverteilter ZV (Y});>1 iild ~ B(1,p) zeigt

P — &), n— o

Z T =
fiir jedes b € IR; dabei bezeichnet ®(t) = N(0,1)((—o0,t]) die Verteilungsfunktion der eindi-
mensionalen Standardnormalverteilung. Wegen 6.12 ist dies — im Spezialfall binomialverteilter

iid ZV — eine Aussage iiber Verteilungskonvergenz von Zeilensummen in einem zentrierten und

standardisierten Dreiecksschema. O

Ziel dieses Kapitels ist es, hinreichende (und notwendige) Bedingungen anzugeben, unter denen
Zeilensummen in zentrierten und standardisierten Dreiecksschemata aus zeilenweise unabhéngi-
gen L2-Variablen fiir n — oo schwach in IR gegen die Standardnormalverteilung konvergieren.
Sétze dieser Bauart — wie sie auch in viel allgemeineren Situationen, etwa in stochastischen Pro-

zessen, formuliert werden kénnen — bezeichnet man mit dem Namen zentraler Grenzwertsatz.

8.3 Definition: Betrachte ein Dreiecksschema (Xnj),_; ;. .,_1o  auszeilenweise unabhéngi-
gen L2-Variablen, und mdogliche Eigenschaften dieses Schemas.

i) Die asymptotische Vernachlissigbarkeitsbedingung (AV) verlangt

>€> — 0, n—o.

X
Ve>0: max P <‘”37'“"J
1<5<kn Sn

ii) Die Feller-Bedingung (FE) verlangt

2

g .

n7]
max —= — 0, n—o.
1<j<kn S2

iii) Die Lindeberg-Bedingung (LIN) verlangt

2
Ve>0fest: Ly( ZE (( N””) 1{‘Xn7]._un’j |>8}> 0.

iv) Die Lyapunov-Bedingung (LY) verlangt
35>0 sodaB X, ;€ L**(P) fiir alle j,n, und es gilt

ZE<‘ ng Nng26

> — 0 fiirn—oco.
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Beachte: alle diese Bedingungen sind invariant unter linearen Transformationen, die auf alle Va-

riablen einer ganzen Zeile des Dreiecksschemas angewandt werden.

8.4 Hilfssatz: In einem Dreiecksschema (X, ;) aus zeilenweise unabhéngigen

7=1,.. kn;n=1,2,...

L?-Variablen gilt fiir die in 8.3 definierten Eigenschaften:
a) (LIN) = (FE) = (AV);
b) falls sogar X,,; € L>*O(P) fiir alle j,n: (LY) == (LIN).

Beweis: Da X, ; € L?(P) fiir alle j, n, gilt fiir jedes feste ¢ > 0

Xpi — pini \2
o = Var(Xn;) = si E (7"’] w)
P Sn,
Xoi— pin i\
2 n,J n,j
c +E<< o ) 1{“’1—;‘%»})]

IN

2
Sn

und damit
o2 .
max % < 24 Ly(e).
1<j<kn S2

Dies zeigt (LIN) = (FE). Die elementare Chebychev-Ungleichung

P(|Xnj — pin,jl > esn) < E”’]

liefert (FE) == (AV). Unter der Zusatzvoraussetzung X,, ; € L**9(P) fiir alle j,n folgt aus

|2+6

ly[? Lijy>er < cst(,e) |y ., yE€IR

die Implikation (LY) = (LIN). O
8.5 Beispiel: Betrachte eine Folge (Y;);>1 von iid ZV mit E(Y}?) < oo wie in 8.2 als Drei-

ecksschema zeilenweise unabhiingiger L2-Variablen, entweder in der Form aus 8.2 a) oder in der

zentrierten und standardisierten Form aus 8.2 b):
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mit
1Y —u
Xnj = % ]a , p:=FEY;, o= Var(Y7) .

a) Dann gilt die Lindeberg-Bedingung (LIN) (und damit nach 8.4 auch (FE) und (AV)):

Mit den Bezeichnungen aus 8.1 fiir (X, j)j=12,.;n=1,2,.. hat man
sy = 1 fiir alle n, , u, ; = 0 fiir alle n, j,

also schreibt sich der in der Lindeberg-Bedingung zu betrachtende Ausdruck in jeder der Formen

2
— Hn,
Ln(E) — ZE (( J> 1{|Xn,j_lufn,j>68n}> ZE< 1{|an|>€})
Vno {lj;f,‘|>s} 2 {|Yi—u|>cov/n}

Da Y; € L?(P), strebt der letzte Ausdruck gegen 0 fiir n — oo: damit ist (LIN) nachgewiesen.

b) Gilt sogar Y; € L>T(P) fiir ein § > 0, gilt auch die Lyapunov-Bedingung (LY) wegen

2446 240
— Hn,j . . Y1 — I _ ,,—0/2 N
ZE (' ) =n E('i\/ﬁa ' ) =n cst 0

fir n — oo. O

Nun geben wir die erste Formulierung des ’zentralen Grenzwertsatzes’:

8.6 Hauptsatz: Sei (X, ;)j=1,.. k,:n=12,.. ein Dreiecksschema aus zeilenweise unabhingigen

L2-Variablen. Erfiillt dieses Dreiecksschema die Lindeberg-Bedingung (LIN), so gilt

k
an'_,Un' w

L ) I p — N(0,1
> . | (0,1)

n—oo
=1 "

kn
mit p, ; = E(X, ;) und s2 = 3 Var(X, ;).
=1

Beweis: 1) Wir betrachten o.E. ein zentriertes und standardisiertes Dreiecksschema (X5, j)n ;-
Die Lindeberg-Bedingung (und die anderen in 8.4 betrachteten Bedingungen) sind invariant

unter dieser Umformung. Im Fall

() pnj =0 Vn,j, 872120'3714-...0'72%]%:1 Vn>1
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beweisen wir dann asymptotische Normalitét der Zeilensummen

NoXo; Sog, £~N(OD)

n—~o0

unter der Voraussetzung (LIN):
kn
La(e) = Y B (X251gx, ) =F 0. Ve>0.
j=1
Schreibe @, ; = L(X,, ;| P), sei ¢, ; die zugehdrige charakteristische Funktion.
2) Wegen X, ; € L%(P) ist ¢, j zweimal stetig differenzierbar an der Stelle 0:

A0 = [re™Quytdn) . )0 =TEX), r=1Le2.
siehe 7.15. Wegen der Standardisierung (x)

90;1,]'(0) =0, ng,j(o) = —U%j

liefert das eine Entwicklung der charakteristischen Funktion ¢, ; an der Stelle 0

t2
Pnj(t) =1—0n ;- = +70(t)

te R
3 €

2
5
mit Resttermen (siehe 7.16)

g ()] < sup [l (nt) — @ 5(0)] < sup / 22 1| Qi (dr) .
n€l0,1] n€l0,1]

Fiir festes t € IR gibt es zu ¢ > 0 ein § = 6(¢,¢) > 0, so daB
lr| <0 = sup [ —1| < e,
n€[0,1]
damit gilt

rni(8)] < eo?, +2 / 2Qn j(dz)
’ {|z|>6}

und damit wegen Standardisierung ()
kn, kn, kn,
> i) < €Y oni+2 Z/m2l{z>5}Qw~(dm) = c+2L,(6), §=06(te).
j=1 j=1 j=1
Hierbei ist € > 0 beliebig. Wegen (LIN) gilt lim,, o L, (d) = 0 fiir jedes 6 > 0. Also ist gezeigt

kn,
(+) Y )] =3 0, VieR.
j=1
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3) Wir assoziieren zu dem gegebenen Dreiecksschema (X, j)j=1, ..k, :n=12,.. €in neues Dreiecks-
schema (Y}, j)j=1....k,:n=1,2,.. aus normalverteilten zeilenweise unabhéngigen ZV, so daf jeweils

die ersten beiden Momente iibereinstimmen:

Yoi1,-.., Yy, sind unabhéngig fiir jedes n
Yn,j:N(O,an]) 1<j<k,,n=12,..
mit zugehdrigen charakteristischen Funktionen ¢y, ;(t) := [ €N (0,02 ])(dzn) Wie in 2) gilt
5 12 t2
?[)n,](t) = 1- O'n’jE + ’I"mj(t);, te R

P < w@+2/ PN(0,02,)(dx) |
{|z|>d}

wobei die iibliche Skalierungseigenschaft fiir Normalverteilungen zeigt

kn

kn,
Z/ 2?2 N(0,02 ;)(dz) = Zafm/ 2 N(0,1)(dx)
j=1 {lz[>d} j=1

{lz[>8/0n;}

< 1 / 22 N(0,1)(dz) .
{la|>6/( _max, on.j)}

.....

Nach 8.4 gilt aber (LIN) = (FE), und die Feller-Bedingung mit Normierung (x) zeigt
max o,; — 0 fiirn—oo.

J=1...kn

Also verschwindet das letzte Integral fiir n — oco. Zusammen erhélt man also
(++) Y )] = 0, VteR.

4) Der Vergleich beider Dreiecksschemata schlieit nun den Beweis ab. Sei ¢ € IR fest. Wegen (%)

und wegen der Faltungseigenschaft von Normalverteilungen gilt

1t2

e 2 = 90/\/(0,1)(75) = (02] . w)(t) = Py (t) = H¢n,j(t)-

Wegen zeilenweise Unabhéngigkeit im Dreiecksschema (X, j)j=1, .k, :n=12,... hat man

kn
co (O = [[ens®)
j=1

2 Xn.j
Jj=1
Fiir Punkte 21, ..., 2, 21, - - - , 2 in der abgeschlossenen Einheitsscheibe in @' gilt die Ungleichung
kn

n
Hzg [Iz1 < > 1z -zl
j=1

J=1
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woraus man sofort schlief3t

_1p2 t ~
le™3" " O] < D leni(t) = ;1) < B D g O+ 7 ()]
j=1 j=1 j=1

n.j
j=1

Die rechte Seite dieser Ungleichung verschwindet aber fiir n — oo nach (+) und (4+4). Man

hat also punktweise Konvergenz auf IR der charakteristischen Funktionen ¢, (1) gegen die

n,j
Jj=1

charakteristische Funktion der Standardnormalverteilung. Nach Stetigkeitssatz 7.10 ist damit

die in Schritt 1) behauptete asymptotische Normalitit nachgewiesen. O
Die einfachste Art, diesen Satz — unter Benutzung von 8.5 a) — anzuwenden, ist

8.7 Korollar: Fiir reellwertige iid ZV (Y;); mit endlichen zweiten Momenten gilt

1 Y —u L
Ll — J P 0,1
ﬁg — | N

wobei u = E(Y;) und 02 = Var(Y7).
Der Satz von deMoivre und Laplace war ein Vorldufer dieser Aussage, vgl. 8.2 ¢) und 6.12.

Zu einer anschauliche Interpretation der Lindeberg-Bedingung kommt man, wenn man die Varia-
blen der n-ten Zeile eines (zentrierten und standardisierten) Dreiecksschemas 8.1 als Sprunghéhen
in einem zeitskalierten Random Walk

[tkn]
t — St(n):: Z Xnj, 0<t<1
j=1

auffait: nach Voraussetzung sind alle Sprunghdhen L2-Variablen, und (LIN) garantiert, dafl in

der Asymptotik n — oo der Einflu ’grofer’ Spriinge im Pfad von S
Xnlyx, o>ey» 1<k <ky

(Spriinge mit Sprunghéhe | - | > ¢ fiir € > 0 beliebig aber fest) in einem L2-Sinn verschwindet.

Im néchsten Satz betrachten wir die Bedingungen fiir asymptotische Normalitit der Zeilensum-

men in Satz 8.6 genauer. Ohne Zweifel kann asymptotische Normalitidt der Zeilensummen auch



Zentraler Grenzwertsatz

ohne Lindeberg-Bedingung gelten, wie das triviale Beipiel
Vn>1: X,1~N(0,1), X,o=...=X,4, =0 P-fs

zeigt. In Dreiecksschemata aus ’gleichméBig kleinen’ zeilenweise unabhéngigen L2-Variablen ist

(LIN) jedoch notwendig und hinreichend fiir asymptotische Normalitit der Zeilensummen.

8.8 Satz von Lindeberg-Feller: Sei (X, ;);j=1,. k,;n=12,.. ein Dreiecksschema aus zeilenweise

unabhingigen L2-Variablen. Betrachte die Eigenschaft (ZSK)
kn

Xn'_ n,J w
(ZSK) es gilt fiirn —oo: L 2387/“ P —  N(0,1)

j=1 "

mit g, ; und s, wie in 8.1. Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:
i) es gilt (LIN),
ii) es gilt (ZSK) und (FE),
iii) es gilt (ZSK) und (AV).

Beweis: Nach Satz 8.6 und Hilfssatz 8.4 ist nur noch die Implikation iii) = i) zu zeigen. Die
ZV X, ; habe Verteilung @, ; = £(X, ;|P) und charakteristische Funktion ¢, ;, fiir alle n, j;

wir arbeiten wie im Beweis von 8.6 mit der Standardisierung
() pnj =0 Vn,j, si:afz,l—k...aﬁ’kn:l Vn>1.

1) Schreibe ¢, j(t) = [ cos(tz)Qn, j(dz) + i [ sin(tz)Qn ;(dzx) und betrachte fiir ¢ > 0

_ 9 kn 9 kn
Lo(t) = 1—t—2;/(1—cosm)cgn,j(dx) = 1—t—2;Re(1—%J(t)).

Der Beweisplan ist der folgende. In Schritt 3) unten werden wir zeigen, dafl (AV) und (ZSK)

zusammen die Aussage

(+) lim L,(N) = 0 fiir jedes feste N € IN

n—oo
implizieren. Zugleich wird aber gelten (siehe Schritt 2) unten)

1

(++) fiir beliebiges e > 0, N € IN :  L,(e) < En(N) + 4W )
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Zusammen ergeben (+) und (++) die gewiinschte Aussage
(AV) + (ZSK) = (LIN).

2) Der Beweis von (++) ist elementar. Man hat wegen der Standardisierung (x)

kn kn,
L) = ZE(|XW-|2 L) = 2 [ @ Qe
~ = Nal>ey

— Z/MQ}@- Qn j(dx)

IN
—_
|

% Z/ (1 —cos Nz) @y, j(dx)

2 &
= Lp(N) + WZ/{xx}(l_COSNm) Qn,;(dz)

wobei in der vorletzten Abschitzung Hilfssatz 7.3 a) benutzt wurde:

1 —costz) = —Re ("% — 1 —itz) < [ — 1 — itx §M, t,x e R .
( 2
Mit Hilfe der trivialen Ungleichung
2 o
(1 — cos NJ}) 1{\x\>e} < 2 1{|m|>a} < sz, ze€lR

e2

schitzt man in der Ungleichungskette oben weiter ab

N2 Z/Ix|>a} b= cos Nw) Qngldw) < N252 ZU i = N252

und erhélt (++).

3) Als Vorbereitung auf den Beweis von (+4) zeigen wir zuerst, dafl unter (AV) und (x) gilt
(o) Z loni(t) =17 ™23 0 gleichmiBig auf kompakten t-Intervallen.

Mit Hilfssatz 7.3 a) startet man dabei von der Abschéitzung

oni(t) — 1] < / € —1|Qus(dx) < 2+ Quy({l2] > 6}) + ot

fiir beliebig kleines § > 0, in der unter (AV) und (x)

Xnj = ln
max Qu({le > 0) = max (| Tt

>5> — 0 fiirn— 0.
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Also hat man unter (AV)

(o0) ax lon(t) —1] "= 0 gleichm#Big auf kompakten ¢-Intervallen.

Als nichstes gilt wegen Standardisierung (x) insbesondere [z @, j(dz) = 0, daher

ons(t) =1 = /( 1 ite) Quy(da)

woraus wieder mit Hilfssatz 7.3 a) folgt

2kn

2 kn
Z|g0n7] )—1] < B Z/sznJ(dw = Z 27] = —.
j=1
Das bedeutet

(000) Z lon,j(t) — 1] ist beschrankt fiir n — oo, gleichméBig auf kompakten t-Intervallen.

Mit Hilfe der trivialen Abschéitzung

Z ln;(t) — 1| (1?% lnj(t) — 1|> Z |nj(t) — 1

ergibt sich (o) aus (oco) und (oo o).
4) Wir zeigen (+). Starte von der Reihenentwicklung fiir den (Hauptast des) Logarithmus

= (! 1
log(l+z):z+ZT2r, Vzed mit\z|<§
r=2

in @', woraus mit Hilfe der geometrischen Reihe die Abschitzung

1
llog(1+42)— 2| < |2*, ze@, |z\<§

folgt. Auf jedem kompakten t-Intervall gilt |, ;(-) — 1| < %, 1 < j <k, fiir schliellich alle n,

wegen (oo) in Schritt 3). Also hat man eine Entwicklung

log (¢n,j(1)) = log (1 + (n,j(t) =1)) = (pn,;(t) = 1) + R j(t)

zusammen mit einer Abschédtzung der Restterme fiir hinreichend grofies n

Z [Rn,j(t)] < Z |n,i () — 1|2 = 0

gleichméBig auf kompakten ¢-Intervallen, nach (o) in Schritt 3).
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Die Voraussetzung (ZSK) bedeutet nach Stetigkeitssatz von P. Lévy (7.10)
kn, L
n—oo — =
[Teni®) = o0 ™% onon® =
=1 g

fiir jedes t € IR. Die logarithmische Entwicklung oben erlaubt, hieraus auf Konvergenz in ¢

kn
Z (Qon»j (t)_l) _142 .
er=1 — e 2 fir n — oo

zu schliefen. Damit konvergieren aber auch die Betrige

kn kn

2 (on,(1)—1) Re( > (wnj(t)-1))
| er=1 | = e 7=

und man erhélt

k
= 1
ZRe(l —pni(t) — +§t2 fiir n — oo.
j=1
Nach Definition von L, (-) bedeutet das aber

lim L,(t) = 0 fiir jedes t £ 0 ,

n—oo

und die Aussage (+) ist bewiesen. Damit ist der Beweis von Satz 8.8 abgeschlossen. O

8.9 Bemerkung: a) Die in Kapitel 9 durchgéngig gemachte Voraussetzung endlicher zweiter
Momente kann im iid Fall noch einmal minimal abgeschwécht werden, sieche Bingham, Goldie
und Teugels (1987, S. 346).

b) Ohne Lindeberg-Bedingung entstehen in Dreiecksschemata aus zeilenweise unabhéngigen
asymptotisch vernachlissighbaren L2-Variablen andere Typen von Grenzverteilungen (’Poisson-
Mischungen’); siehe Kapitel IX. Ein einfaches Beispiel: sei (py), eine Folge in (0,1) mit der
Eigenschaft lim, oo np, =: A\, 0 < A < co. Der aus der ’Einfiihrung in die Stochastik’ bekannte

Poissonsche Grenzwertsatz zeigt schwache Konvergenz in IR
B(n,p,) —— PQ), n—oc

(fiir diskrete Verteilungen reicht es nach 6.12, die Konvergenz der Massen dieser Verteilungen auf

den Einpunktmengen {k}, k € INy, nachzurechnen). Betrachtet man nun das Dreiecksschema

fiir festesn >1: X, 1,...., Xy, sind iid ~ B(1, py,)
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aus zeilenweise unabhéngigen L2-Variablen, die nur die Werte 0 oder 1 annehmen, so sieht man
leicht, dal (AV) und (FE) erfiillt sind, (LIN) aber verletzt ist. Der schwache Limes fiir zentrierte
und standardisierte Zeilensummen in diesem Dreiecksschema ist eine um A verschobene und um

den Faktor % gestreckte Poissonvariable mit Parameter . O

Aus dem ’eindimensionalen’ zentralen Grenzwertsatz 8.6 und Cramér-Wold 7.12 erhélt man ab-
schlieBend den zentralen Grenzwertsatz fiir Zufallsvariable mit Werten in (IR?, B(IR?)), nahezu

ohne zusitzliche Arbeit:

8.10 Zentraler Grenzwertsatz in IR%: Betrachte ein zentriertes Dreiecksschema zeilenweise

unabhingiger L?-Variablen mit Werten in (IR?, B(IR))
(%) (Xnj)j=1,. k. n=12,..
(d.h.: fiir jede Komponente (X, ;), gilt E ((Xp;)r) =0 und E ((Xp;)?) < oo, 1 <r <d), und

A = (Ahs)lgr,sgd

in IR™9, symmetrisch und nichtnegativ definit. Unter den folgenden Bedingungen i)-+ii)

i) (Lindeberg-Bedingung in IR%)
kn
lim S E <|Xn,j|21{‘Xn,j|>g}) = 0 fiir jedese >0
j=1
ii) (Standardisierungsbedingung in IRY)
kn
lim Y " E((Xn )r(Xnj)s) = Aps, 1<7m,s<d
j=1

sind Zeilensummen in (*) asymptotisch normalverteilt: es gilt schwache Konvergenz in IR?

kn
ZX"J 5 N(04,A), n—oo.
j=1

Beweis: Nach Cramér-Wold 7.12 ist zu zeigen

w

kn
fiir ¢ € R? beliebig : 'Y Xn; N(o,tTAt), n— oo
j=1
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(schwache Konvergenz in IR). Man folgert aus i) (Lindebergbedingung in IR?) zusammen mit ii)

(Standardisierungsbedingung) die Giiltigkeit von (LIN) fiir jedes der Dreiecksschemata
Vo =t X, 1<j<k,,n=12...,

fiir das der ’eindimensionale’ zentrale Grenzwertsatz 8.6 zusammen mit ii) zeigt

kn,
ZY”J - N(O,tTAt>, n— oo .

j=1

Da t € IR? beliebig war, ist der Satz bewiesen. O



