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Dieses Kapitel stellt einen neuen Typ von Grenzwertsatz vor. Komplementdr zum zentralen

Grenzwertsatz aus Kapitel VIII geht es um Limesverteilungen vom Typ ’Poissonmischungen’.

9.1 Definition: Bezeichne M die Klasse aller o-endlichen MaRe auf (IR\{0}, B(IR\{0})) mit
(%) / (@ ANDA(dz) < oo}
R\{0}
man sieht leicht, daf Bedingung (x) gleichwertig ist zur Gultigkeit von
N((—o0, —a]) < o0, / 22A(dz) < 0o, A([+a,+c0)) < 0o
(—a,0)U(0,+a)

fur beliebiges a > 0.

9.2 Beispiel: Sei 0 < a < 2, seien €7, £~ nichtnegative reelle Zahlen mit £+ + &~ > 0. Definiere
ein o-endliches Mal auf ([R\{0}, B(/R\{0})) durch

ttar=tdx, x € (0,00)
N(dx) =
¢ alz|7* tdr, z € (~00,0).

Dann gilt A € M, denn fur beliebige Wahl einer Schwelle a > 0

N(=o0,—a]) = & a™@ < o0,
/ .1'2/\(d$) = (£++5_)/aa1‘1_ad$ = w(f—a < o0,
(—a,0)U(0,+a) 0 2—-«
A([+a,)) = (fa™® < 0.

In keinem Fall ist A ein endliches MaR auf (IR\{0}, B(IR\{0})), denn

/ A(dz) = (£++§_)/ ar™Fdr = 0, 0<a<?2
(—a,O)U(O;i—a) 0

fur jede Wahl einer Konstante a > 0. Auch erhdlt man auf Umgebungen von 0

(+) / |z| A(dx) = (§++§_)/ ar der < 0o <<= 0<ax<l
(—a,0)U(0,+a) 0
und auf Umgebungen von +oo und von —oo

(++) |z| A(dx) = (§++§_)/Ooaa:_o‘d:1: <o = l<a<?

/(—oo,—a)U(—i—a,—i—oo)

unabhdngig von der Wahl der Schwelle a > 0. O
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9.3 Satz: Fur jedes A € M gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmall @, auf (IR, B(IR)) mit charak-

teristischer Funktion

QOA(t) = /lReity QA(dy) = exp (/R\{O}[ezm —-1- (’L't.l‘)l{z<1}]/\(dl')> , te R.

Bevor wir in 9.6 unten diesen Satz beweisen, machen wir deutlich, in welcher Weise Wahrschein-

lichkeitsmalie des Typs 9.3 aus 'Poissonmischungen’ entstehen.

9.4 Beispiel: a) Jedes gewichtete Diracmall A := \¢, in a # 0 gehort zur Klasse M; in diesem
Fall ist die Funktion @A (-) aus 9.3 gegeben durch

oa(t) = exp ()\ [e'fe —1— (ita)1{|a\§1}]) , telR.
Fur eine poissonverteilte Zufallsvariable N ~ P()\) mit Parameter A gilt (vgl. 7.6)
N hat charakteristische Funktion ¢ — E(&™V) = M1
aN + b hat charakteristische Funktion ¢ — et =1
a(N — EN) hat charakteristische Funktion ¢ — e —1-iat)

Damit ist im Spezialfall A = Ae,, a # 0, nach Eindeutigkeitssatz 7.8 ¢ () als charakteristische
Funktion zu einem Wahrscheinlichkeitsmall @, — eine skalierte und gegebenenfalls zentrierte
Poissonverteilung — identifiziert.
b) Wir betrachten MaRe A vom Typ ’endliche Summe gewichteter Diracmale’ in 9.3: fur endliche
Teilmengen D; von {0 < |a| <1} und D3 von {|a| > 1} gehort zu
A=) lieg
ar€D1UD2

die aus unabhdngigen Poisson-ZV Nj ~ P(A\;), ar € Dy U Ds, gebildete Mischung

Qrn = L[ Y aj(N;—EN)) + > aN,

a]-GDl a;€Dao

(kombiniere a), 7.5 b), und Eindeutigkeitssatz). O

Als ndchstes zeigen wir, wie fur allgemeines A € M die charakteristische Funktion in 9.3 als

schwacher Limes einer Folge diskreter Poissonmischungen der Art 9.4 b) entsteht. Die Idee ist
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einfach: man stelle sich eine Balkenwaage vor, an deren rechtem Arm in Positionen
an1 < ... < Qn ky,
unabhéngige zufallige Poisson-Gewichte X, ; eingehdngt werden:

ij = ij — E(NnJ) falls Qn,j <1, ij = ij falls Qn,j > 1,

Ny j~PN((anj-1,an;])) unabhédngig, j =1,2,...,k,

(mit 0 < ay0 < ay,1). FUr n — oo erweitert man sukzessiv die Punktwolken {a, ; : 1 < j < k,},
so dal} sie sich auf (0, 00) — und insbesondere zum Ursprung der Waage hin — verdichten. Ent-

sprechendes macht man spiegelverkehrt auch auf dem linken Arm der Waage.

9.5 Hilfssatz: Betrachte ein auf (0, oc) konzentiertes ’einseitiges’ A € M (etwa £~ =0in 9.2).

a) Sei0 < A <1< B < oco.Zu beliebig kleinem A > 0 gibt es Partitionen
Mn:={agp,a1,...,ax}, A=agpy<a<...<a@y1<l=ag<...<a, =B

mit den Eigenschaften

(+) (aj —aj-1) < A, N((agj-1,05)) <A, 1<j<k,

(_|__|_) D = {:L’ S (A, B] /\({a:}) > A} c n.

b) Fur jede Partition I'l wie in a) stimmt die Summe

k
D e =1 — (itag)lga, 1<) ] A(aj-1,a;])
j=1

Uberein mit dem Integral
/ [em —-1- (ztw)l{‘z‘gl}]/\(da:)
(A,B]
bis auf Fehlerterme der Grolienordnung

< Ac)N((A;0) ;

dabei ist ¢(t) eine nur von ¢ (und nicht von A € M, A, A oder B) abhdngende Konstante.

c) Fur jede Partition N wie in a) unterscheiden sich

4
> a3 A((aj-1,a;])) und 2% N(dz)
= (A1)
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hochstens um

2AN((A, ) .
d) Stets gilt
lim e _ 1 — (ite)lg <] \dz) = 0,
i [ 1 e AG)
lim e _ 1 — (itx)lg<n]\dz) = 0.
Jim /(Bm)[e (it2)1 <1y ) A(d)

Beweis: 1) Die Aussage d) folgt sofort aus der definierenden Eigenschaft (x) der Klasse M

und aus der Abschatzung
‘em —-1- (Zt$)1{|m|§1}| < ¢(t) (.732 A1)

mit einer nur von ¢ abhangenden Konstante c(¢) (vergleiche 7.3 fur |z| < 1).
2) Eine Partition mit den Eigenschaften (+) und (++) gewinnt man, indem man (dhnlich wie

im Beweis des Satzes von Glivenko-Cantelli 5.15) fur das nach 9.1 endliche Mal}

A(- N (A 00))
eine Verteilungsfunktion
(©) s — N((A,A+s]), s>0
betrachtet und deren Anwachsen mit
©) 70:=A, Tpp1:=inf{t > 7, A (10, t]) > A}, ne N

kontrolliert. Beachte, daf (o) als Verteilungsfunktion eines endliches Malles hochstens abzahlbar
viele Sprungstellen besitzt (fur beliebiges ¥ € IV hochstens endliche viele Sprungstellen mit
Sprunghohe > %) und in s = 0 den Wert 0 besitzt: insbesondere findet (¢) alle Sprungstellen
mit Sprunghohe > A dieser Verteilungsfunktion. Damit ist eine Folge von Punkten {,, : n € INy}
in [A, 00) gefunden, welche (++) und die zweite Forderung aus (+) erflllt. Durch Einschieben
endlich vieler Zwischenpunkte im Intervall (A, B] kann man danach die erste Forderung aus (+)
erfullen, und sicherstellen, dal 1 und B in der Partition enthalten sind.

3) Es reicht, die Aussage b) fur Malke A € M zu beweisen, deren Punktmassen gleichmagig auf

(A, B] der Abschatzung

(+) A({z}) <A
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genugen. Dies sieht man so. Mit D aus (++) schreibt man A fur die Restriktion von A auf
(A, B]J\D (dies bedeutet einfach, aus dem MaRl A(-N (A, B]) die in a € D sitzenden Punktmassen
herauszunehmen):

ACN(AB) = A+ Ap, Ap:=A(-ND).

Dann ist A ein MaR mit Eigenschaft («), und die zu betrachtende Summe

k
D[ = 1= (ita)la, <] AC(5-1,451)
j=1

zerlegt sich in
koo ~ ;
> e — 1= (ita;)Lqa, <] A(a-1,05]) + Y[ — 1= (ita)Lyq <] A({a}) .
=1 aeD

Schreibt man den zweiten Summanden als

/ [eim —-1- (’itl‘)l{‘x‘gl}]/\p(dl’)
(A,B]

so hat dieser bereits die gewlinschte Form, mit Ap statt A, und es genugt, den Beweis nur noch
fur den ersten Summanden — d.h. fur das MaR A statt A — zu fuhren.

4) Wir beweisen b) fur MaBe A mit der Eigenschaft (x). Unter (x) folgt aus (+)
(+++) N((aj-1,a]) < 24, 1<j<k.
Schreibe fur festes ¢
' k
fi(a) = " —1— (ita)lyg<1y, Sfui(a) = th(aj) L 1,a0(@), a>0.

J=1

Dann gilt £ f,(a) = it(e" — 1) falls 0 < a < 1, & f,(a) = ite'® falls a > 1, also
|fe(a) — fi(a;)] < |la—ajlc(t) < Act) fallsaj_1 <a<aj

mit einer nur von ¢ abh@ngenden Konstante ¢(t). Nun schreibt man

k

) S e — 1 (ita; )L, 1<y ] A1, 05]) = /( Sl NG

e A,B

und erhdlt die Abschatzungen

' [, fuc@na - [

. f(@) Nda)| < Ac(t) (4, B])

5
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mit einer nur von ¢ abh@ngenden Konstante ¢(t). Damit unterscheidet sich (¢) von

/ [eim —-1- (itl‘)l{‘x‘gl}]/\(dw)
(A,B]

hochstens um A ¢(t) A ((A4, 00)), und die Behauptung b) ist bewiesen.

5) Fur aj_; < a < a; <1 sowie nach Wahl von a, erhdlt man @hnlich wie oben

)

l
> aiA((aj-1,a05]) — / a> N(da)| < 2AN((A, ) .
= (A,1]

Damit ist Aussage c) gezeigt und der Beweis des Hilfssatzes vollstandig. O

9.6 Beweis von Satz 9.3: 1) Zerlege das MaR A\ € M gemdl
N = AN (—00,0)) + A(-N(0,00))
und arbeite zundchst auf dem rechten Ast von A:
N = ACNEO,1) e M, Ny = ANNA,x) € M.

Mit f,(-) wie in Schritt 4 des Beweises von 9.5 definiere Funktionen IR — @

on () = exp ( / ft(a)/\l(da)> = exp ( /(O’l][em—1—(ita:)1{z<1}]/\(dw)> ,
or, (1) = exp ( / ft(a)/\g(da)> = exp < /( 1700)[6““”3 —1—(itm)1{|:c|<1}]/\(d33)> :

2) Fur Folgen (An)n, (Br)n, (&), mit den Eigenschaften
(*) A, 10, B,Too, A,10 sodaB A, A({(A,, ) —0
wahle Partitionen My, := {an 0, an1, ..., a0k, } Wie in 9.5 a)
0<A,=apo<apn1 <...<app—1<1=apny, <...<apk, =B, <oo,
bereite vor ein Dreiecksschema aus zeilenweise (d.h. fur festes n) unabhédngigen Poisson-ZV
Nnj ~ PN(anj-1,an4])) , 1<j <kn,

und setze

tn kn
M, = Zan,j (ij - E(Nn,j)) o Vo= Z n.j Noj -
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3) Die charakteristischen Funktionen zu M,, bzw. V;, (vgl. 9.4, wir benutzen die Notation fi,, +(-)

analog zu (o) in Schritt 4 des Beweises von 9.5)
t— E(e") = exp ( / fri,4(a) Al(da)>
t— E(™) = exp (/ fr1,.(a) /\2(da)>

konvergieren — nach Wahl (x) von (A,)n, (Bn)n, (Dr)n, und wegen 9.5 ¢)+b) — punktweise auf
IR gegen die an der Stelle ¢ = 0 stetigen Funktionen

t— on (), Tt — @a,(0)
aus Schritt 1). Nach dem Stetigkeitssatz von P. Lévy 7.11 gibt es also Wahrscheinlichkeitsmafe
Qp, mit charakteristischer Funktion ¢y, , i=1,2
so daB schwache Konvergenz in IR gilt
(©) L(Mp) — Qryy L(V2) — Qn,, n—o00.

Damit ist fur den rechten Ast des Males A der Satz bewiesen.

4) Auf dem linken Ast von A arbeitet man spiegelverkehrt in vollig analoger Weise, mit Pois-
sonvariablen, die von den in 2) fur den rechten Ast gewdhlten unabhangig sind, und erhalt eine
(o) entsprechende Aussage. Das Produkt der so entstandenen vier charakteristischen Funktionen

entspricht der Faltung der entsprechenden Wahrscheinlichkeitsmale. Damit ist 9.3 bewiesen. O

9.7 Bemerkung: Mit allen Bezeichnungen und Voraussetzungen aus 9.6: in (¢) aus 9.6
ﬁ(Mn)—>QA17 n — oo

darf man die Konvergenz der Summe

ln
Mn = Zan,j (Nn,j - E(Nn,j)) y =00
j=1

(wobei ay, = 1) i.a. nicht auf dem Weg Uber separat zu betrachtende Anteile

tn ln
> aniNuj 5 Y an; BE(Nay)
i=1

J=1
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untersuchen. Zundachst konvergiert — nach 9.5 ¢) und (x) — fur n — oo die Folge

L
©) Var(h) = 3ok Aansran) — [ @A) < o
= ©0,1]

gegen einen endlichen Grenzwert, fur jedes A € M. Dagegen strebt auf einer grolRen Teilklasse

von MaRen A € M (siehe etwa (+) in Beispiel 9.2) die deterministische Folge

Ly
ZanJE(Nn,j) > / zN\(dzx) — x N\(dx)
j:]_ (A’MH (071}

gegen oo fur n — oo, und in diesem Fall ist wegen (o) die Folge von Zufallsvariablen
Ln
Zamj Npj, n—oo
j=1

nicht straCin IR fur n — oo. Auf die Zentrierung der in M,, eingehenden Poisson-Zufallsvariablen

kann daher fur allgemeine A € M nicht verzichtet werden. O

9.8 Bemerkung: Betrachte ein MaBR A € M ohne Punktmassen, schreibe
/ 2?2 Ndzx) = s > 0,
(3.1]
und betrachte ein Dreiecksschema mit allen Eigenschaften aus 9.6 bzw. 9.5 a)
(o) Xn,j ‘= Qnj (ij - E(ij)) ) Nn,j ~ P(/\(an,j—lyamj]) y o mp < J <ty

sei dabei /,, bestimmt durch a,,,, = 1, wie in 9.5, und m,, festgelegt durch a,,, 1 < % < G, -
Wir Uberlegen, warum das Dreiecksschema (o) die Lindeberg-Bedingung verletzen muR.

a) Wie in 9.5. c) gilt zuerst

£n,
3,21 = Z Var(X, ;) — / 22Ndz) = $*, n—oo.
J=ma+1 (3:1]

Die in der Lindeberg-Bedingung 8.3 iii) zu festem ¢ > 0 zu betrachtenden Summanden haben

1 2
o((2x)

Weil A nach Voraussetzung keine Punktmassen besitzt und also nach 9.5 (+) bzw. 9.6

die Gestalt

LXn,j’>a}> y )= mn+17 s 7£n .

sn

Anj = N((anj-1,an;]) = ANanj-1,0n3)) < Dy, j=mp+l,... 4y,
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weil alle a,, ; zwischen % und 1 liegen, weil s, gegen s strebt, konhnen diese Summanden fur

hinreichend groRes n und max(es, A,) < 5 durch

k>1

1 .
852 (Z P(Nn,j = k) (k - Aw-)?) . J=mal b,
nach unten abgeschatzt werden. Die Summe in runden Klammern ist dann aber
Var(Nng) = PN = 0) (0 = Aa)® 2 Mag =A% 2 Ang(l = An)

so dal man insgesamt fur grol3e n die folgende Abschatzung erhalt:

U 1 2
Ln(E) Z E<<;Xn,]> 1{‘&1”an‘>5}>

14
1-A, & 1 1 1
=z 852 j:;n :+l )\”,j 8 52 A <(§7 1]> > é y =00,

nach Definition von s2; also gilt fur das Dreiecksschema (o) die Lindeberg-Bedingung nicht.
b) Die schwdcheren Bedingungen (AV) und (FE) aus 8.3 erflillt das Dreiecksschema (o) dagegen

(dies pruft man mit ghnlichen Argumenten nach, Ubungsaufgabe). O
Nun konnen wir einen wichtigen neuen Begri Ceinfuihren.

9.9 Definition: Ein Wahrscheinlichkeitsmall @ auf (IR, B(IR)) heillt unendlich teilbar, falls zu
jeder naturlichen Zahl n ein WahrscheinlichkeitsmaR @,, auf (IR, B(IR)) existiert so dal}

(@)™ = Q.

9.10 Bemerkung: Die Eigenschaft eines WahrscheinlichkeitsmaBes @ auf (IR, B(IR)), mit
charakteristischer Funktion ¢(-), unendlich teilbar zu sein, kann dquivalent — nach Definition
der Faltung, und nach 7.5 b) — in jeder der folgenden Formen i) oder ii) ausgesagt werden:

i) zu jedem n € IN gibtes iid ZV X, 1,..., X, » Mit £(X,, 1) =: @, so daB
E(Xn,l +... +Xn7n) = Q ;

i) fur alle n € IN ist @(')% eine charakteristische Funktion zu einem WahrscheinlichkeitsmaR
Qn auf (IR, B(IR)). O
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9.11 Beispiele: a) Jede Verteilung Q5 wie in Satz 9.3, A € M, ist unendlich teilbar:

mit A ist auch %/\ ein Mal in der Klasse M, und die charakteristische Funktion zu Q

on(t) = /}R e Qa(dy) = exp ( /JR \{0}[em—1—(z't:c)1{|x|<1}]/\(dﬂc)>

steht zu der charakteristischen Funktion von Q1 ,

. . . 1
e1a® = [ Q@) = exp ( /| e T Gty (E/\)(da:)>

o [Ledkundig in der Beziehung wiA(') = (gpA(-))%.

b) Jedes Diracmal} ¢, in a # 0 ist unendlich teilbar:

es genuigt, die charakteristische Funktion ¢ — €@ in Form ¢ — ¢™(*%) zu schreiben.

¢) Jede Normalverteilung Q := N(0,02) mit o > 0 ist unendlich teilbar:

die charakteristische Funktion zu A'(0,02) ist t — e~z %, nach 7.7; mit Q, := N (0, 10?)
ergibt sich (Q,,)* = Q; siehe auch 4.25. O

9.12 Bemerkung: Man kann zeigen: es gibt keine anderen unendlich teilbaren Wahrschein-

lichkeitsmale @ auf (IR, B(IR)) als solche mit charakteristischer Funktion von Gestalt

©  wa®) = exp (z’at—%a%% /| [em—1—(z't:c)1{x<1}]/\(das)>, teR

\{0}
wobei A € M, a € IR, o2 > 0. Dies ist die beruhmte Lévy-Chintchine Formel. FUr das zu
(¢) gehdrende Wahrscheinlichkeitsmall @ nennt man A das Lévy-Mafs, die Normalverteilung

N(0,0?) den Gaufischen Anteil, und a den Shiftanteil. Durch Angabe eines Tripels
(a,02,N) : ANeM,o?>0,acR

ist eine unendlich teilbare Verteilung also eindeutig bestimmt. Siehe etwa Loéve | (1977, Sect.
23-24), Feller 11 (1971), Bertoin (1996, S. 13), Sato (1999), Klenke (2006, S. 323 )1

Stabile Verteilungen bilden eine wichtige Teilklasse der Klasse der unendlich teilbaren Verteilun-
gen. Wir diskutieren sie — fur eine allgemeine Behandlung siehe z.B. Feller 11 (1971), Zolotarev
(1986), Bingham, Goldie und Teugels (1987) — nur im symmetrischen Fall. Wesentlich fur ’Stabi-
litat’ ist die Gultigkeit gewisser Skalierungseigenschaften im Exponenten der charakteristischen

Funktion einer unendlich teilbaren Verteilung.
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9.13 Hilfssatz: Betrachte symmetrische Malke A nach Beispiel 9.2:
Adz) = Ealz| ™ tdx auf IR\ {0}
mit0 <a <2, =60 =¢ >0, und setze
F(t) = / [ — 1 — (i) Lu ] Adz) . >0, LR
R\{0}

(fur ¢ = 1 ist F}(-) der Exponent der charakteristischen Funktion ¢, gemal 9.3). Dann gilt
a) Die Funktionen F, sind reellwertig und symmetrisch: F.(t) = F.(—t) fur alle t > 0.

b) F. ist frei von c: F.(-) = Fi(-) unabhangig von ¢ > 0.

c) Notwendig ist die Funktion F3(-) von Form

i) = —ealt]*, teR

fur eine geeignete Konstante c, > 0.

Beweis: a) F.(t) = F.(—t) folgt aus Symmetrie von A und Antisymmetrie des Imagindrteils
des Integranden. Zugleich sieht man, dal} die Funktion F, fur symmetrisches A reellwertig ist.
b) Aus demselben Grund wie in a) hat man
/ xN\(dx) + / xNdz) =0, ¢>1;
(1,c] [—c,—1)
analoges gilt fur 0 < ¢ < 1. Also ist F. unabhdngig von ¢ > 0.

c) Seiwu >0, setze s:= tu‘i, Y= zu~a. Dann gilt nach b)

wF(s) = /}R \{0}[&8% — 1 — (i53)L{sn|<s] (uA) (dz)

/| I g A = B0 = B O
und fur t =1 und v :=u = ergibt sich die Gleichung
v>0: Fi(w) = v F@Q).
Nach a) aber ist Fi(-) reellwertig und symmetrisch. Mit ¢y := —F;(1) € IR und mit 9.3 ist
pa®) = exp(Fi()) = e 1" te R

als charakteristische Funktion betragsmdlig durch 1 beschrankt, also gilt ¢y > 0. O
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9.14 Bemerkung: Die Konstante ¢, in 9.13 c¢) kann mit analytischen Methoden (wie in Feller
11 (1971), S. 568-569, wobei in (3.9), (3.11), (3.18) je ein Druckfehler zu korrigieren ist) berechnet

werden; man erhalt

26129 oo5 (12) > 0 falls a # 1

CA
& fallsa =1

fur symmetrisches A\ aus Beispiel 9.2, mit 0 < a<2und § =£T =€,

9.14° Bemerkung: Die Aussage von 9.13 a)+b) kann man wesentlich allgemeiner fassen: sei

N\ € M symmetrisch, wahle eine Funktion
(o) h:IR — IR antisymmetisch, beschrankt, mit |h(z) —z| = O(2?) furz —0,
dann liefert Antisymmetrie des Imagindrteils des Integranden kombiniert mit Symmetrie von A

/ [ — 1 — ith(x)]\(dz) = / [e"* — 1 — (ite) Ly <] A\da) , teR,

R\{0} R\{0} -

und dies ist reellwertig und symmetrisch in t. Man nennt A wie in (o) 'Trunkationsfunktion’;
ubliche Festlegungen sind z.B. h(z) = -5 oder h(z) = sin(z). Damit ist fur symmetrisches
N\ € M die charakteristische Funktion in 9.3 — oder in (o) in 9.12 — stets frei von der gewdhlten

Festlegung einer Trunkationsfunktion. O

9.15 Definition: Ein Wahrscheinlichkeitsmaf @) auf (IR, B(IR)) heillt strikt stabil falls gilt: sind
Zj, j > 1iid mit Verteilung Q, so gibt es fur jede natlrliche Zahl »n eine Konstante a,, mit

Zi+ ...+ 27,
£<—1

an

) = L(Z) .

9.16 Satz: Fur A € M symmetrisch und von der in Beispiel 9.2 betrachteten Form
() Adz) = €alz| ™ tde auf IR\ {0}

(mit0 < a<2und £ =¢&1 =¢ > 0) ist das Wahrscheinlichkeitsmal @, aus 9.3 strikt stabil:

(+%) c (M) = £(Z) furZ, j>1liid~ Qy.

n a

Man bezeichnet « in (xx) als Stabilitdtsindex.
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Beweis: Dies folgt sofort aus 9.3 und 9.13 c): fur das durch (x) gegebene MaR A ist die

charakteristische Funktion zu QA von Form

(9.17) oa(t) = /}R ¢ Qady) = exp(—cali”), te R

(0 < a <2, cp > 0) und besitzt somit die Eigenschaft

(m(n‘ét))n:m(t), telR,neIN. O

9.18 Beispiel: a) In 7.4 hat man die charakteristische Funktion ¢ — ¢l der Standard-Cauchy

Verteilung mit Dichte z — %Hlx? gesehen. Cauchy-Verteilungen sind — bis auf geeignete Wahl

von Skalierungsfaktoren — nach (9.17) und nach Eindeutigkeitssatz 7.9 Poisson-Mischungen der
Bauart 9.13 mit o = 1, und fur iid Cauchy-ZV Z;, j > 1 gilt die Stabilitatseigenschaft aus 9.16

mit Index o = 1:
+...+ 27,
E(%) = L£(Z), nelN.

b) Zentrierte Normalverteilungen haben die wohlbekannte Eigenschaft

Zi+ ...+ 7,
E(—l

1
n2

) = £(2)) furz;, j>1iid ~ N(,02)

und sind folglich stabil mit Stabilitatsindex o = 2. O

9.19 Bemerkung: Die Klasse aller strikt stabilen Verteilungen kann man angeben (siehe
Bingham, Goldie und Teugels 1987 Theorem 8.3.2):
i) fur Stabilitatsindex 0 < a < 2 wobei a # 1: die QA nach 9.3 zu Lévy-MalRen der Form

Ndz) = (E1lpsoy +€ Lpey) 2] Hda, €767 20, £7+6 >0

aus 9.2 (die MaRe A mussen nicht symmetrisch sein);

ii) fur Index a = 1. die Cauchyverteilungen wie in 9.18 a);

iii) fur Index oo = 2: die zentrierten Normalverteilungen.

Andere strikt stabile Verteilungen auf (IR, B(IR)) kann es nicht geben: einen Uber- und Ausblick
gewinnt man mit Bingham-Goldie-Teugels (1978, Ch. 8.3), vollstandige Beweise findet man in
Feller 11 (1971) oder Zolotarev (1986).



